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Sum. DFT zaSumljenog signala. Transformacije analognih sistema u diskretne. Funkcije filter, freqz,
zplane, impz

Teorijska osnova vjezbe

U sklopu ovih laboratorijskih vjezbi bi¢e pokazano na koji nacin je moguce generisati Sum 1 sa
njim kontaminirati signal. Bi¢e razmatrano 1 kako je moguce u MATLAB/Octave okruzenju koristiti
metod istog odziva i bilinearnu transformaciju, pomocu kojih je moguée transformisati analogne siste-
me u diskretne. Dodatno, bi¢e predstavljene funkcije za raCunanje odziva diskretnih sistema zadatih
prenosnim funkcijama, kao i mogucnost prikazivanja frekvencijskih karakteristika sistema.

v

Sum

Sum je sluCajni proces koji kontaminira signale, a uzrokovan je razli¢itim neZeljenim fizickim
procesima, ogranicenjima i fenomenima koji prate akviziciju (mjerenje, prikupljanje) signala, njihov
prenos, skladiitenje i obradu. Sumom se mogu modelovati razli¢iti neZeljeni fenomeni, kao §to su, na
primjer, greske usljed kvantizacije signala. Sum je neZeljena pojava, koja moZe uginiti nedostupnim, ili
u manjoj ili ve€oj mjeri degradiranim, korisne informacije sadrzane u signalima. Stoga su modelovanje,
uklanjanje i1 redukcija Suma veoma bitne teme u oblasti digitalne obrade signala.

Postoje razlicite vrste i klase Sumova. Prema svojoj prirodi, Sum mozZe biti aditivan ili multiplikati-
van. Postoje razliCite vrste Sumova u zavisnosti od funkcija gustina vjerovatnoc¢a (odnosno raspodjele)
kojima podlijeZu amplitude Suma. Postoje i razliite vrste Sumova, zavisno od vrste i prirode korelacije
izmedu odbiraka ovih slucajnih procesa. Sum ée biti detaljno prou¢avan u sklopu predmeta Slucajni
procesi.

U sklopu ovih vjezbi, fokusiracemo se na aditivni, bijeli (i stacionarni) Sum. Razmatrace se dvije
vrste raspodjele: Gausova i uniformna.

Bijeli Gausov Sum w(n) se obi¢no zadaje sa odgovaraju¢om srednjom vrijedno$cu i varijansom.
Srednja vrijednost, u,,, je najvjerovatnija vrijednost koja se pojavljuje u ovom sluc¢ajnom signalu (od-
govara vrhu Gausove krive), dok je varijansa, va, mjera raSirenosti signala oko njegove srednje vrijed-
nosti. Drugim rije€ima, varijansa je srednje kvadratno odstupanje od srednje (ocekivane) vrijednosti
signala. Njen kvadratni korijen je poznat kao standardna devijacija, G,,.

Primjer

Generisati bijeli Gausov Sum w (n) srednje vrijednosti u,,, = 01 w2 (n) srednje vrijednosti u,,, = 3.
Oba Suma su varijanse Gfm = vaz = 4 (standardne devijacije G,,, = Gy,, = 2), 1 duZine N = 10000 od-
biraka. Za zadate realizacije ovih signala, provjeriti srednju vrijednost i varijansu, prikazati histograme
signala kao i signale.



Bijeli Gausov Sum je u MATLAB/Octave okruzenju moguce generisati funkcijom randn (1,N), koja
generiSe pseudo-sluc¢ajnu sekvencu duZine N odbiraka, sa Gausovom raspodjelom, jedini¢ne varijanse
i srednje vrijednosti jednake 0. Odgovarajuca varijansa i srednja vrijednost iz postavke se mogu zadati
kao Sto je prikazano u donjem kodu.

N=10000;

o)

» $s=2; % standardna devijacija
3 wl=ss*randn (1,N);

w2=3+ss*randn (1,N);

Svakim pozivom randn funkcije, generiSe se nova pseudo-slucajna sekvenca bijelog Gausovog
Suma sa zadatim karakteristikama. PoSto je ovaj signal stacionaran i ergodican, to je njegovu srednju
vrijednost i varijansu moguce procijeniti iz pojedinacnih realizacija. Zato je sa poveCanjem duZine N
moguce dobiti precizniju procjenu varijanse i srednje vrijednosti, iz pojedinacnih realizacija signala.
Ovo nije uvijek slucaj u praksi. Ukoliko se, na primjer, Sum doda sinusoidalnom signalu, dobice se
kao rezultat novi slu€ajni signal sa srednjom vrijednoS¢u koja je funkcija od n. Srednju vrijednost i
varijansu (stacionarnih, ergodi¢nih procesa) moZemo provjeriti sljede¢im naredbama:

mean (wl), var (wl)
mean (w2), var (w2)

Histogram predstavlja grafik na kojem se prikazuje broj elemenata datog vektora (signala) koji
zauzima zadate opsege vrijednosti na apscisnoj osi (amplitude signala). Funkcijom hist (x, B), inter-
val mogucih vrijednosti amplituda se dijeli na B podintervala, te se za svaki prikazuje broj odbiraka
signala koji pripadaju tom opsegu. Moguce je razmatrane opsege i vrijednosti prikazane na histogra-
mu smjestiti u promjenljive, npr. [h, opsezi]=hist (x,B). Ovu mogucénost neCemo Koristiti u naSem
primjeru.

figure(l), hist(wl, 20)

> xlabel ("Amplituda’), ylabel ('Broj odbiraka’)

IS

fiqgure(2), hist(w2,20)

s xlabel ("Amplituda’), ylabel ('Broj odbiraka’)

Nacrtajmo dvije posmatrane realizacije signala. Napomenimo da je ovdje preporucljivo Koristiti
funkciju plot (umjesto stem), radi bolje preglednosti, posebno imajuci u vidu veliku duzinu signala.

figure(3), plot (0:N-1,wl), xlabel('n’), ylabel ("wl(n)’)

» figure(4), plot(0:N-1, w2), xlabel(’'n’), ylabel('w2(n)’)

1

Uniformni Sum se moZe generisati primjenom funkcije rand (1,N). Time se dobija sekvenca od
N elemenata, sa realnim vrijednostima iz otvorenog intervala (0, 1). Uniformna raspodjela znaci da su
sve vrijednosti sluCajnog signala jednako vjerovatne. Vrijednosti na proizvoljnom intervalu (a,b) se
dobijaju jednostavnim skaliranjem i pomjeranjem originalnog intervala.

Primjer

Generisati bijeli uniformni Sum, sa vrijednostima amplituda na interevalu (—1,3). Posmatrani
slucajni signal treba da bude duZine N = 100000 odbiraka. Prikazati signal i histogram signala. 1z-
raCunati srednju vrijednost i1 varijansu.

N=10000;

> a=-1; b=3;
3 w=a+ (b-a).*rand(1,N);

4

5

6

figure (1)

subplot (2,1,1), plot(0:N-1,w), xlabel('n’), ylabel (‘w(n)’)

subplot (2,1,2), hist(w,50), xlabel (’Amplituda’), ylabel (’Broj odbiraka’)
mean (w), var (w)



U nastavku, posmatrajmo deterministicki signal (sumu sinusoida), koji je zahvacen Sumom.

Primjer

Deterministicki signal s(n) = sin (2%) + 3cos (46%) + 4sin (200 4 %) zahvacen je aditivnim,

bijelim, Gausovim Sumom sa srednjom vrijedno$¢u 0 i sa varijansom 62, = 16. Prikazati originalni
1 zaSumljeni signal, kao i njithove DFT koeficijente. Spektar prikazati sa diskretnim frekvencijskim
indeksima k = —%’, e %V — 1, odnosno, koristiti fftshift funkciju.

N=256;
n=0:N-1;

5 k==N/2:N/2-1;

5 s=1*sin (2*10*pi*n/N)+3*cos (2*23*pi*n/N)+4*sin (2*35*pi*n/N+pi/3);

S=fft (s);

x=s+4*randn (1,N);
X=fft (x);

» figure (1)
3 subplot (2,1,1)

plot (n,s), xlabel('n’), ylabel(’s(n)’), axis tight

subplot (2,1, 2)

7 plot (k,abs (fftshift (S))), xlabel(’'n’), ylabel(’|S(k)|"), grid on, axis tight

figure(2)
subplot (2,1, 1)

o plot (n,x), xlabel('n’), ylabel(’x(n)’), axis tight

; subplot (2,1,2)

plot (k,abs (fftshift (X))), xlabel('n’), ylabel(’ |X(k)|’), grid on, axis tight

Transformacije analognih sistema u diskretne

Postoji viSe metoda kojima je moguce transformisati analogne sisteme, zadate prenosnom funkci-
jom H,(s) u njihov diskretni ekvivalent, zadat prenosnom funkcijom H(z). U sklopu ovih vjezbi, bice
razmatrani samo:

* bilinearna transformacija i

* metod istog impulsnog odziva.

Bilinearna transformacija (Tjustinov metod), koja je specijalni slucaj konformnog preslikavanja
iz kompleksne analize, moZe se uvijek primijeniti, i postiZze se uvodenjem smjene:
L 21- 7!

At 14z
gdje je Ar korak odabiranja. Jedan od nedostataka ove tehnike je nelinearna veza izmedu analogne
frekvencije (za koju je dizajniran analogni sistem) i odgovarajuce diskretne frekvencije:

2 At
Qa = Etan <(D?> .

S



U MATLAB/Octave okruzenju, bilinearna tranformacija H,(s) = A“(‘Sg; — H(z) = ﬁ se moze
obaviti naredbom:

[Ad,Bd]=bilinear(A,B, fo);

gdje je f, = ﬁ frekvencija odabiranja.

Primjer
Transformisati u diskretni sistem analogni sistem cija je funkcija prenosa:

s> —3s543
A= 353
primjenom bilinearne transformacije. Za korak odabiranja uzeti Ar = 1.
[A,B]=bilinear([1,-3,3],101,3,3,1,1)
Dobija se rezultat:
A =
0.0769 -0.1538 1.0000

1.0000 -0.1538 0.0769

Primijetiti da je rezultat skaliran, tako da je u vektoru B prvi koeficijent jednak jedinici. Rezultat sa
racunskih vjezbi se moZe dobiti mnoZenjem oba vektora sa 13.

Kod metoda istog impulsnog odziva, cilj je dobiti diskretni sistem ¢iji je impulsni odziv h(n)
takav da on sadrZi vjerodostojne odbirke impulsnog odziva h, () posmatranog analognog sistema.

Metod istog impulsnog odziva moZe se primjeniti kada je zadovoljenoC

lim |Ha(j Q)| — 0.
Q—o0

U suprotnom, treba koristiti bilinearnu transformaciju. Metodom istog impulsnog odziva se analogna
funkcija prenosa:

=15 Si

transformiSe u diskretnu funkciju prenosa datu sljede¢om relacijom:
L
kiAt
H(Z) = Zl _1 — Z_lesiAt I

1

gdje je At korak odabiranja. Dodatno, ukoliko je ispunjeno:

lim H(z) # 0

Z—r00
to znaci da je u analognom impulsnom odzivu postojao diskontinuitet u ¢ = 0, pa je dobijenu funkciju
prenosa potrebno korigovati u:

H(z) — & lim H(z).

2 7—o0

U slucaju da se u funkciji prenosa analognog sistema pojavljuje pol viSestrukosti m, koristi se

sljedeca relacija:
ki - 1 d(m—l) ki ‘
(s—s)m  (m—1)dam1 \s—a) "




)

Primjer
Metodom istog impulsnog odziva transormisati analogni sistem
3
s+5
Hy(s) = 5 3 . 1
s°+ ES + b

u diskretni, primjenom metoda istog impulsnog odziva, sa korakom Ar = 1.
[A,B]=impinvar([1,3/2],[1,3/2,1/2],1)
Koeficijenti su:

1.0000 -0.1292

1.0000 -0.9744 0.2231

Korisne funkcije za rad sa diskretnim sistemima

Impulsni odziv je u svim prethodnim slu¢ajevima diskretne funkcije prenosa oblika

moguce dobiti primjenom funkcije impz:

h=impz (A, B)

» stem(h,’.”), xlabel('n’), ylabel('h(n)’)

Funkcija automatski raCuna potrebnu duZinu impulsnog odziva. Podrazumijevana frekvencija oda-
biranja je f, = 1, a moZe se drugaclije zadati treCim ulaznim argumentom.
Dijagram nula i polova je moguce prikazati funkcijom zplane.

zplane (A, B)
Frekvencijsku i faznu karakteristiku sistema je moguce prikazati funkcijom freqz:
freqz (A, B)

Diskretna frekvencija je prikazana skalirano na opsegu [0, 1) (podijeljena je sa m, a inace se raCuna
na intervalu [0, 7)). Vrijednosti prikazane na osama je moguce dobiti u vidu izlaznih arugmenata:

[H,w]=freqz (A, B)

gdje je w diskretna frekvencija @ bez skaliranja, na opsegu od [0,7) (pretpostavlja se da je impulsni
odziv realan, pa se prikazuje i ratuna samo dio na pozitivnim frekvencijama).
Odziv sistema (u vremenskom domenu), na zadati ulazni signal x(n), za posmatrani diskretni

A(z)

sistem sa funkcijom prenosa H(z) = Blo) ¢ moze dobiti upotrebom funkcije filter:

x=zeros (1, 30);

> x(1)=1; x(2)=1;
; y=filter (A, B, x);

stem(0:length(y)-1,y), xlabel('n’), ylabel(’0dziv y(n)’)

gdje je posmatran ulazni signal x(n) = 8(n)+98(n— 1), zan =0,1,...,29. Voditi ra¢una da je izlazni
signal vece duzine (konvolucija ulaznog signala i impulsnog odziva koji odgovara razmatranoj funkciji
prenosa).



Zadaci

1. Generisati sljedece signale:

(a) Bijeli Gauss-ov $um, varijanse 62 = 3, srednje vrijednosti i, = 1. Nacrtati histogram gene-
risanog signala.

(b) Bijeli Sum sa uniformnom raspodjelom, sa amplitudama u opsegu od —2 do 2. Nacrtati
histogram generisanog signala.

(c) Kompleksni bijeli Gauss-ov Sum, srednje vrijednosti nula, sa statisticki nezavisnim realnim
1 imaginarnim dijelom. Varijansa realnog i imaginarnog dijela su jednake, tako da je ukupna
varijansa $uma 62 = 3.

(d) Laplasov impulsni Sum w(n) = wy(n)wa(n) +w3z(n)wa(n), gdje su wi(n), wa(n), wa(n) i
wy(n) nezavisne realizacije bijelog Gausovog Suma srednje vrijednsoti nula.

Za generisane signale provjeriti numericki njihove statistiCke karakteristike (srednju vrijednost,
varijansu i standardnu devijaciju).

2. Posmatra se signal s(n) = sin(20mn/N) generisanzan=0,1,...,n— 1, gdje je N = 200. Signalu
treba dodati aditivni bijeli Gauss-ov Sum, srednje vrijednosti u,, = 0 i standardne devijacije G,, =
0.5, dako da se formira zaSumljeni signal x(n) = s(n) +w(n).

(a) Prikazati amplitudski spektar |S(k)| kao i amplitudski spektar |X (k)|.
(b) Odrediti varijansu sluc¢ajne promjenljive X (k) = DFT{x(n)} = ZnN:_O] x(n)e™/ wnk,
3. Sumiz prethodnog zadatka propustiti kroz linearni, vremenski invarijantni sistem sa koeficijenti-
ma impulsnog odziva datim u vektoruh =[1,3,1,2,-1,0,1]. Naci srednju vrijednost i varijansu
ulaznog i izlaznog signala.

4. Dati su analogni sistemi koji imaju prenosne funkcije:

(a) )
sc—s+3
Ho(s) = —~ 572
)= 33,13
®) 35+ 1
—JS
H(s)= -2
8= T a1

Transformisati date analogne sisteme u diskretne sisteme koriS¢enjem: (1) bilinearne trasforma-
cije (2) metodom istog impulsnog odziva. Za frekvencije odabiranja uzeti pod f, = 10 Hz, a pod
b) fo =20.

5. Posmatra se diskretni kauzalni sistem definisan funkcijom prenosa:

142772
1— 3z 4+ 1772

Hi(z) =

(a) Odrediti i nacrtati odziv sistema na signal x(n) = u(n) — u(n —20).
(b) Nacrtati dijagram nula i polova.

(c) Provjeriti stabilnost ovog sistema. Da li je sistem stabilan?



